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1. PROBLEMSTELLUNG 
G sei eine endliche Gruppe, C der Kiirper der komplexen Zahlen. Die 
irreduziblen Charaktere x : G - C bilden die Charaktertafel T = Ch(G) 
von G. Die Charaktertafeln T und T* zweicr Gruppen G und G* seien 
gleich, wenn es bijektive Abbildungen OL : G + G* und p : T---f T* gibt 
mit x = qR fur alle x E T. Die Gruppe G ist durch ihre Charaktertafel 
bestimmt, wenn jede Gruppe G* mit derselben Charaktertafel wie G, zu G 
isomorph ist.l 
Im allgemeinen ist eine Gruppe nicht durch ihre Charaktertafel bestimmt. 
Zum Beispiel haben die beiden nichtabelschen Gruppen der Ordnung 8, 
allgemeiner die beiden extraspeziellen Gruppen gleicher 2-Potenzordnung, 
dieselbe Charaktertafel [9; $562, 16.141. Dagegen sind keine zwei einfache 
Gruppen mit gleicher Charaktertafel bekannt. 
In dieser Arbeit wird bewiesen, da13 die Gruppen PSL(2, pf) und 
PSU(3,p2f) durch ihre Charaktertafel bestimmt sind. Die gleiche Frage 
ist fur die alternierenden Gruppen A, von Oyama [12] und Higman [8] 
beantwortet worden. Weitere Literatur findet man bei Pahlings [13]. 
Die Suzukigruppen sind nach Suzuki [16] die einzigen einfachen Gruppen, 
fur die die Zentralisatoren C(X), x + 1, mit 2 1 j C(X)/ die richtigen 
Ordnungen haben, also ebenfalls durch ihre Charaktertafel bestimmt. 
Die Gruppen vom selben Ree-Typ q = 3 2f+1 haben dieselbe Charakter- 
tafel, die bei Ward [19] fehlenden Charakterwerte sind inzwischen bekannt. 
Es konnte jedoch bisher nicht gezeigt werden, da13 die der einfachen Lie- 
* Gekiirzte Fassung der Dissertation des Autors, Mainz, 1971 (D77). 
1 Man kann die irreduziblen Charaktere such als Funktionen xi : {K, ,,.., &} -+ C, 
1 ==Z i 4 h, definieren, wo die KI die Konjugiertenklassen van G sind. Dann ist die 
Anzahl der Elemente YOI-I K, gleich 1 G i/z, mit zj = xi 1 xi(Kj)la und 1 G / = max zI _ 
Die beiden Definitionen sind also gleichwertig. 
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Algebra (G,) zugeordneten einfachen Gruppen von Ree [17] die einzigen 
Gruppen vom Ree-Typ sind. Aus einer Arbeit von Walter [lg] folgt sofort: 
Hat eine Gruppe dieselbe Charaktertafel wie eine Gruppe vom Ree-Tvp q, 
so ist sie selbst vom Ree-Typ p. 
Fur die Charakterisierung von PSL(2,pf) in dieser Arbeit werden nur 
Eigenschaften benotigt, die ohne Kenntnis der Charaktertafel aus ihr 
gefolgert werden konnen. Diese Eigenschaften werden gesondert formuliert. 
Die Gruppen PSL(2,p), p 3 5, sind schon durch die Ordnung und Ein- 
fachheit bestimmt. Bei der Charakterisierung von PSU(3, q2), q = pf, wird 
die Kenntnis der Werte eines irreduziblen Charakters vom Grad q(q - 1) 
auf einer p-Sylowgruppe P und eines grof3en Teils der Charaktertafel von 
N(P) benutzt. AuBer dem bereits erwahnten Resultat von Suzuki [ 161 werden 
die Charakterisierungen der fraglichen Gruppen als Permutationsgruppen 
verwendet. 
Der Abschnitt 4 enthalt eine Beschreibung der Struktur von PSU(3, q2), 
im Abschnitt 5 wird die Charaktertafel angegeben. Eine Arbeit von Ennola [2], 
die hier nicht vorausgesetzt wird, enthalt die irreduziblen Charaktere von 
PU(3, q2), deren Einschdnkungen auf PSU(3, q2) such fur 3 / (q + 1) in den 
meisten Fallen irreduzibel sind. Auf anderem Wege gewinnt such Helm- 
stadter [6] groBe Teile der Charaktertafel von PSU(3, 9”). 
2. GRUPPENEIGENSCHAFTEN, DIE AUS DER CHARAKTERTAFEL FOLGEN 
Fur jedes x E G ist 1 C,(x)1 = 1, 1 x(x)1”. Elemente x und y sind genau 
dann konjugiert in G, wenn X(X) = x(y) fur alle x ist. Das Einselement 1 von 
G unterscheidet sich von den anderen Zentrumselementen dadurch, da8 x( 1) 
fur alle irreduziblen Charaktere eine natiirliche Zahl ist. 
2.1. BEMERKUNG. G ist genau dann einfach, wenn es keinen irreduziblen 
Charakter x # 1 mit x(x) = x(1) fiir ein x # 1 gibt. 
Beweis. [9; S492, 7.41. 
2.2. BEMERKUNG (Higman [S]). p sei eine Primzahl und pa T 1 G 1 . 5 sei 
eine primitive pk-te Einheitswurzel von C. Es sei R = Z[[]. P sei das Primideal 
aon R mit Rp = Pi, vgl. [5; Abschnitt 27.2, S503]. x E G ist genau dann 
p-Element, wenn fiir jeden irreduziblen Charakter x von G 
ist. 
x(4 E R utzd X(X) = x(1) mod P 
Beweis. (a) x sei ein p-Element. x sei ein irreduzibler Charakter. Dann 
ist x(x) = C,” cj mit $” = 1 und n = x(1). Also ist x(x) E R. Wegen 
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p E Pi C P ist (cj - l)p’” E ~7~ - 1 = 0 mod P, also E? 3 1 mod P, also 
x(x) E x(l) mod P. 
(b) x sei kein p-Element. 01 sei der vom I-Charakter einer p-Sylow- 
gruppe S induzierte Charakter von G. Dann ist a(~) = 0, a(l) = 1 G : S ) . 
Z n P ist eine Untergruppe von Z, die Zp aber nicht 1 enthalt. Also ist 
Z n P = Zp. Es folgt or(l) $Z n P. Also ist nicht fur jeden in 01 enthaltenen 
irreduziblen Charakter x(x) E R und X(X) = x(l) mod P. 
2.3. BEMERKUNG (Higman [8]). Fiir x = (x1 ,..., x,) E Gn und z E G ist 
die Anxahl c,,, der n-Tupel (ul ,..., u,) E Gn mit ui - xi , 1 < i < n, und 
Ul ‘.. u, = .z gleich 
I G Y--l fl I C(xX1 1 x(1>-“+’ (7 x(4) x6-‘1. 
I x 
Beweis. 1st ,t = xzeG a,.z ein zentrales Element der Gruppenalgebra, so 
ist a, = 1 G 1-l C, x(a) X(X-~): 
Fur w N x ist namlich a, = a, , also 
I G I a, = I CC41 C a, = C a, C x(4 XC+) = C x(a) x(x-‘>. 20-z Z&G x x 
iVIit ~0~ = x,,i-z, ui ist nun SC = or ... t*;, = CzsG c,,,z zentral. Fur 
jede irreduzible Darstellung D von G ist D(wJ = d&d mit di EC, also 
D(k) = (ni di) id, fur den Charakter x von D also 
XUY x(r) = JJ x(l)-’ x+4)* 
2 
Es folgt 
x(a) = x(l)-“+l n. I G : %>I x(x,>. 
z 
3. CHARAKTERISIERUNG VON PSL(2,q) 
3.1. DEFINITION. G sei eine 2-fach transitive Permutationsgruppe auf Sz. 
Der Stabilisator N eines a E Q enthalte einen Normalteiler P # 1 von N, der 
auf Q - (a} scharf transitiv operiere. Dann hei& G Suzuki-trunsitiw [15]. 
Existieren Elemente #l von G mit zwei Fixpunkten, aber keine Elemente 
fl mit mehr als zwei Fixpunkten, so heil3t G eine Zassmhausgruppe [20; 
S33]. 
3.2. Die einfachen Suzuki-transitiven Gruppen sind nach Hering, 
Kantor und Seitz [7]: 
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(1) PSL(2, pf) mit pr > 3. 
(2) Die Suzukigruppen S%(q), q = 2*f+l, f 2 1. 
(3) PSU(3, qy, q = pf > 2. 
(4) Die Gruppen vom Ree-Typ RT(q), q = 32f+1, f > 1. 
Jede dieser Gruppen besitzt bis auf Ahnlichkeit nur eine Suzuki-transitive 
Permutationsdarstellung. 
Die Zassenhausgruppen wurden von Zassenhaus [20], Feit [3], ItB [ll] 
und Suzuki [14] bestimmt. 
3.3. !dILFSSATZ. P sei eine p-Sylowgruppe einer Gruppe G der Ordnung 
(p”$-I)p”dmitd<p”undp~d.EsseiPXiGundesseiPnP”~-lfiir 
Px # P. Dann operiert G (nicht notwendig treu) auf den p-Sylowgruppen 
Suzuki-transitiv vom Grad p” + I mit dem scharf transitiven Normalteiler P 
von N(P). 
Beweis. Es sei a : = 1 G : P 1 = (p” + 1) d und b : = 1 G : N(P)! . Nach 
[9; S36, 7.91 ist 6 = I(pL) und b / a, etwa a = bc. Aus b >pk + 1 folgt mit 
cd& a -= 
b p”+ 1 d<P” und c = bc = a = d(p”) 
ein Widerspruch. Wegen b # 1 ist b = pk -4 1. Fur Px # P ist 
P n N(P”) = P n Pe = I und wegen 1 G : N(P); = pk + 1 operiert P 
scharf transitiv auf den p-Sylowgruppen #P. 
Alle einfachen Suzuki-transitiven Gruppen erftillen die Voraussetzungen 
von 3.3. 
3.4. SATZ. G sei eine einfache Gruppe der Ordnung $(p2 - 1)~ fur eine 
Primxahl p. Dann ist G z PSL(2, p). 
Beweis. Nach 3.3. operiert G treu auf den Punkten P”, x E G, vom 
Grad p + 1. N = N(P) operiert dann auf den Punkten #P treu und tran- 
sitiv vom Grad p, also nach einem Satz von Galois [9; S163, 3.61 als Frobe- 
niusgruppe. Also ist G eine Zassenhausgruppen. Die Identifikation mit 
PSL(2,p) erfolgt nun nach dem einfachen Verfahren von Zassenhaus, fur 
den Fall 4;r(p - 1) vergleiche man [9; S184, 6.151. 
3.5. BEMERKUNG. P seieinep-Sylowgruppe der Ordnungp” einer Gruppe G. 
Die Anxahl der p-Elemente #I von G sei gleich (p” + 1) (pk - 1). Es sei 
/ G : N(P)/ < p” + 1. Dann operiert G auf den p-Sylowgruppen Suxuki- 
transitiv vom Grad pk + 1 mit dem scharf transitiven Normalteiler P von N(P). 
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Beweis. Die p-Elemente fl von G verteilen sich auf mindestens, also 
genau p” + 1 p-Sylowgruppen. P ist dann eine TI-Menge und der letzte 
Satz des Beweises von 3.3 ergibt die Behauptung. 
3.6. SATZ. q = pf sei eine Primxahlpotenz. G sei eine Gruppe mit folgenden 
Eigenschaften : 
(i) IGI =(lk)W-- l)q, c=Gq- 1). 
(ii) Ist x ein p-Element #l, so ist j C(x)1 = q. Ist x kein p-Element, so 
ist 1 C(x)1 = 1 mit 1 = (l/e) (q + 1) oder 1 = (l/c) (q - 1) oder es ist 
1 C(x)1 = 21; letzteres tritt nur fiir 2 i 1 auf. 
(iii) Fiir 4 7 (q - l), 2~ q, ist die Anzahl der x E G mit 
I = 1 C(x)\ = &(q - 1) 
gleich (I - 1) (1 G l/21). 
(iv) G besitzt genau E Klassen von p-Elementen # 1. 
(v) Fiir 2 { q besitzt G genau dann reelle p-Elemente # 1, wenn 
4 / (q - 1). Fiir 4 7 (q - l), 2 { q, sind die x E G mit 2 j C(x)\ = q - 1 reeZE. 
Dann ist G z PSL(2, q). 
Die Eigenschaften (i)-(v) gelten fur G = PSL(2, q), vgl. [9; S191-1931. 
Daher folgen sie such aus der Charaktertafel. 
3.6.1. BEWEISSCHRITT. x E G# sei reell. / C(x)1 sei ungerade. Dann ist 
C(x) abelsch. 
Beweis. Es gibt ein g E G mit xg = x-l. Also gibt es eine Involution von 
C*(x) = {g E G 1 x’J = x oder xg = x-l}. Diese operiert fixpunktfrei auf 
C(x), da fur y E G+ nach (ii) 1 C(y)1 = / C(x)1 oder ([ C(x)\ , 1 C(y)\) = 1 
gilt und daher I C(y)1 fur jedes y E C(x)* ungerade ist. Bekanntlich ist dann 
C(x) abelsch. 
Im Folgenden sei P eine p-Sylowgruppe von G. 
3.6.2. BEWEISSCHRITT. Fiir p = 2 ist P abelsch. 
Beweis. Da G eine Involution besitzt, ist P nach (iv) vom Exponenten 2, 
also abelsch. 
3.6.3. BEWEISSCHRITT. Fiir 4 j (q - 1) ist P abelsch. 
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus (ii), (v) und 3.6.1. 
In 3.6.4-3.6.7 sei nun 47 (q - l), 2~ q. 
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3.6.4. BEWEISSCHRITT. Es sei 1 : = +(q - 1) f I. Untergruppen C(x) 
von G mit 1 C(x)1 = 1 sollen mit U bezeichnet werden. Die Gruppen U sind 
abelsch, paavweise disjunkt und in G konjugiert. Es gilt / N(U) : U / = 2 und es 
gibt eine Involution von N(U), die U invertiert. Insbesondere ist N(V) = N(U) 
fiir jede Untergruppe V + 1 von U. 
Beweis. Die Gruppen 0’ sind nach (v) und 3.6.1 abelsch und dann nach 
(ii) paarweise disjunkt. Wegen (i) gibt es r-Sylowgruppen R1 , R, von G mit 
R, _C U, und R, _C U, . Wegen C(R,) = Ui sind U, und U, in G konjugiert. 
G operiert auf Q = {Z E G 1 1 C(x)1 = 1). Nach (iii) ist j Q 1 bekannt. Also 
ist die Anzahl 1 G : N(U)] der U bekannt. Es folgt 1 N(U) : U 1 = 2. Es gibt 
eine Involution t E N(U), die fixpunktfrei auf U operiert, also U invertiert. 
1st g $ N(U), so ist Vg n V = 1. Fur g E U wird V zentralisiert, fur 
g E N(U) - U invertiert, also in jedem Fall normalisiert. 
3.6.5. BEWEISSCHRITT. Es sei 1 < D < P < N : = N(D). / N j sei unge- 
radeundessei(lNI,l)#l.DanngibteseinUmitN=(NnN)Pund 
P4N. 
Beweis. Wegen (iN/,l)#l gibt es ein U mit V:=UnN#l. 
Nach 3.6.4 ist NN( V) = NG( U) n N = U n N = V und V n VQ = 1 fur 
g E N - V. Also ist N = VK eine Frobeniusgruppe mit dem Kern K. Da K 
eine nilpotente Hallgruppe von N ist, ist die p-Sylowgruppe von K die 
einzige p-Sylowgruppe von N. [Wegen N = N(D) kann man ohne Benutzung 
der Nilpotenz von K mit einem Frattini-SchluB und [9; S502, 8.12a)] 
K = P zeigen.] 
3.6.6. BEWEISSCHRITT. Fiir jedes x E N(P) - P ist C(x) e-in U. 
Beweik. Es sei X = (3). Wegen p T j X / (sogar p I’ / C(x)I) operiert X 
fixpunktfrei auf P, also / X j 1 (I P 1 - 1). Da es keine reellen p-Elemente 
#l gibt, ist I X j ungerade. Also / X 1 ( Q(q - 1) und / C(x)1 = &(q - 1). 
3.6.7. BEWEISSCHRITT. P hat den Exponenten p. 
Beweis. Fur ein x der Ordnung p sind x und x-l Reprlsentanten der 
beiden Klassen von p-Elementen # 1. 
3.6.8. BEWEISSCHRITT. Fiir 4 r (q - I), 2 {q, ist P abebch. 
Beweis. Angenommen P sei nicht abelsch. Dann besitzt die Menge 
{P n P* I P* # P, P’ C P*} ein maximales Element D # 1, da man 
P* = C(x) mit x EZ~(P) - Z(P) # @ setzen kann. (In jeder Gruppe P ist 
P’, Z,Wl = 1 .I 
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Es sei N : = N(D). Wegen P’ < D ist D 4 P < N und P/D ist abelsch. 
1 N j ist nach (v) ungerade. Wegen N,,(D) $ P ist nach 3.6.5 (1 N 1 , I) = 1. 
Also ist nach 3.6.6 N,(P) = P. Es folgt NNID(P/D) = C,,,(P/D) = P/D 
[wegen CNID(P/D) < N,(P)/D und NNID(P/D) = N,(P)/D]. Nach Burnside 
ist N = PK mit K 4 N und P n K = D. D ist also in jeder p-Sylowgruppe 
von N enthalten und D ist die p-Sylowgruppe von K. Wegen der Wahl von D 
ist P n P” = D fiir alle x E N - P. 
Also ist N/D = (P/D) (K/D) eine Frobeniusgruppe und P/D ist zyklisch. 
Mit 3.6.7 folgt j D 1 = f-l. 
P/D normalisiert eine r-Sylowgruppe R von K/D (Frattini-SchluR), 
operiert also fixpunktfrei auf R. Mit k : = / R I ist p 1 (K - l), insbesondere 
p <k. 
Eine r-Sylowgruppe R* von K operiert fixpunktfrei auf D. Also ist 
k 1 (pf-1 - 1) und R* ist zyklisch. Wegen (1 N / , E) = 1 ist C,(R*)j # 2. 
Mit (ii) folgt k / (q + 1). Zusammen ist k j pf-l(p + l), also k j (p + l), 
also k < p. Widerspruch. 
3.6.9. Beweis van 3.6. Nach (ii) ist P eine TI-Menge, da P in allen Fallen 
abelsch ist. x sei ein p-Element # 1. Die Anzahl der p-Elemente # 1 ist 
E 1 G : C(X)\ = (q + 1) (q - 1). Also ist / G : N(P)\ = q + 1 und G besitzt 
nach 3.5 eine 2-fach transitive Permutationsdarstellung. Also ist 
1 G : N(P)1 = 1 + / N(P) : H / mit H = N(P) n N(P*), P # P*. Wegen 
(1 H ) , / P I) = 1 folgt N(P) = HP mit H n P = 1. H operiert fixpunktfrei 
auf P. Also operiert N(P) (treu) als Frobeniusgruppe (ohne Einschrankung 
q > 3) auf den Nebenklassen von H in N(P), also such als Frobeniusgruppe 
auf den N(P)-Konjugierten von P*. Also ist G eine Zassenhausgruppe. Nach 
Zassenhaus [20] und Feit [3] ist GE PSL(2, q). 
4. DIE STRUKTUR VON PSU(3,q2) 
L’ sei der n-dimensionale Vektorraum, n > 1, iiber K = GF(q2), q = pr 
mit einem unitaren Skalarprodukt (,) beziiglich der einzigen Involution 
QF+UQ von K, 
4.1. DEFINITION. Ein Singerzyklus von U(n, q2) oder SLi(n, qz) ist eine 
maximale zyklische, auf V irreduzibel operierende Untergruppe. Ein Singer- 
zyklus von PSU(n, q2) ist ein Singerzyklus von SU(n, q2), aufgefaDt als Per- 
mutationsgruppe der Geraden von I’. 
4.2. SATZ. n sei ungerade, fiir n = 3 sei q > 2. 
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(i) Singerzyklen existieren in U(n, q”), ihre Ordnungen sind 4% + 1. 
Sie enthalten {a idy j a f Kx) A U(n, 42). 
(ii) Die Singerzyklen won SU(n, q2) sind die Singerzyklen von U(n, q2) 
geschnitten mit SU(n, q2). Ihhre Ordnungen sind (qn + I)/(q + 1). 
(iii) Es gibt in G = PSlJ(n, qz) einen Singevzyklus S der Ordnung 
(l/c) [(q” + l)/(q + l)], E = (q + 1, n), so day L : = N(S) durch die 
Relationen 
definiert wird. 
XISI =y" = 1, y-lxy = x*2 
L ist genau dann eine Frobeniusgruppe, wenn n eine Primzahl ist. Ist n eine 
Primzahl, so ist jede xyklische Untergruppe von G der Ordnung 1 S j xu S 
konjugiert, es ist S IT SQ = 1 fiir alleg E G - L, und S ist eine Halluntergruppe 
mm G. 
Bewek (i) Huppert [lo]. 
4.3. SATZ. Es sei G = PSU(3, q2). P und P* seien verschiedene p-sylow- 
gruppen son G. 
V sei der 3-dimensionale unit&e Raum iiber K = GF(q2). Wir setzen 
K,, = (a E K j a* = a} = GF(q). 
Matrizen von Elementen aus G bexiehen sich xuniichst auf eine Basis w1 , w2 , 
wQ won V mit 
(Wl 9 w3) =@2,w2) = 1, 
(Wl P Wl) = (ws , WQ) = (WI , 4 = (w2 , w3) = 0, 
in (x) aber auf eine Orthonormalbasis v, , v2 , vuQ mit v2 = w2 . Mit den Matrizen 
wird modulo (cE 1 c E K, cE = l), E = (3, q + l), gerechnet. Es sei stets q > 2. 
(i) G ist einfach und operiert auf den isotropen Geraden von V Suxuki- 
transitiv vom Grad q3 + 1 mit dem scharf transitiven Normalteiler P von 
N(P). Insbesondere ist P n P* = 1. 
(ii) Es ist 
P= /s(a,b):=k 4 -;I 1 a, b E K, spurK:.Jb) + normx,K,(a) = 0 
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P besitzt also den elementarabelschen Normalteiler 
2 : = P’ = Z(P) = Q(P) = (~(0, b) ) Spur(b) = O> 
der Ordnung q. 
Die Abbildung P/Z 3 yZ rt [x, y] E 2 ist fiir jedes x E P - Z ein GF(p)- 
Epimorphismus. 
Fiir p # 2 hat P den Exponenten p, fiir p = 2 ist Z# = (x2 / x E P - Z}. 
Fur jedes x E P - Z ist Co(x) eine abelsche Untergruppe van P der Ordnung 
q2, und alle Elemente von C(x) - Z sind in G konjugiert. 
(iii) H : = N(P) n N(P*) ist ein xyklisches Komplement von P in 
N : = N(P) der Ordnung (l/e) (q2 - 1). 
Insbesondere ist / G 1 = (l/c) (q3 + 1) q3(q2 - 1). 
(iv) Es ist 
H= /h(c):= r c-1 j ,ciK/ 
au&dem h(c)-l s(a, b) h(c) = s(c2*-la, cq+lb). 
H operiert also $xpunktfrei auf P/Z. 
(4 
sei die Untergruppe von H vom Index q - 1. 
Dann ist 
Cp(h) = 1; rr 
hEHo 
hEH-HO. 




ist eine Involution aus N(H), die P und P* vertauscht, mit h” = h-* fz'ir alle 
h E H. Es ist N(H) = (t) H. 
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Fiir ~(a, b) f 1 gilt 
t-‘~(a, 6) t = s(- ab-“, 6-l) h(b) ts(- ah-l, b-l). 
(vii) Fur jedes ho E HO+ ist C(h,) = N((h,)) = ZH u ZHtZ. 
Es ist C(H,,) = GcWz> . Das Urbild von C(H,,) in SlJ(3, q2) operiert treu als 
U(2, q2) auf den Elementen von (wl , w&. Also ist 
C(Ho) r U(2, q”)/{c id 1 c E K, cE = 1: 
und C(H,)/H” operiert treu als PlJ(2, q2) auf den isotropen Geraden von 
(Wl 7 6. 
(viii) Jedes g E G ist konjugiert xu einem Element aus N, C(H,,) oder 
S#, jenachdem ob g eine isotrope, eine nichtisotrope oder gar keine Gerade von V 
festl@t. Dabei ist S ein Singerzyklus von G [vgl. 4.2(iii)]. 
(ix) g E G lasse eine isotrope Gerade,fest. Dann ist g konjugiert zu einem 
Element aus genau einer der TI-Mengen 
U), P#, Kl*, H - Ho , H,+Z#. 
Jedes Element dieser Mengen A l@‘t diegleichen p-Sylowgruppen fest: 
XEA= P# HO+ H - H,, Ho#Z# 
_____ 
Fixpunkte P P,PtZ,zEZ P, Pt P 
Es sei h E H#. Dann ist hP2 hP und h(P - 2) = (hZ)p-2. Ist h E H - H,, , 
so ist hP = hp. Ist h E H,,#, so ist hP = (hZ)P. Also ist N(Ho#Z#) = HZ und 
C(H,#Z#) = H,Z. 
(x) Es sei 
T= / &+I = ,+I = &+I = bed = 1 
I 
< G, 
wobei die Matrixen sich auf die Basis v, , v2 , v3 beziehen. 
c = C(Ho)/HO besitzt die Partition ((ZH,,/Ho)“, (H/H,,)“, ( T/HO)z 1 x E e}, 
wobei T/H,, auf den Geraden von (w,)‘Jixpunktfrei operiert. 
ET[b#c#d#b 
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ist eine TI-Menge in G. g E G ist genau dann xu einem Element aus T* konju- 
giert, wenn g eine nichtisotrope, aber keine isotrope Gerade von V festliiJt. 
T besitzt in N(T) = N( T*) ein Komplement S, , bestehend aus den mit dem 
Signum multiplizierten Permutationsmatrizen. 
Ist v E S, mit o(v) = 3, so ist 
T == T”: u 6 (H,iii)“i u {I} 
1 
eine disjunkte Zerlegung. 
(xi) 
XEA= Z# P-Z fV 
- 
C(x) f&p [vgl. (ii)] Wil) 
I G: N(A)1 q3 + 1 q3 + 1 4”W - 4 + 1) 
IA IW 
I NWI 
1 E $(q+ l)- 1 
XEA= H - Ho H/Z” 
C(x) H HOZ 
I G : N(A)1 
IAl IWI 
I N(A)1 
ik cm3 + 1) 
& k12 - 4 - 2) 





C(x) S T[bzw. (v) T, v E S, , o(v) = 31 
I G : NW -kq3(q+1)2(q--) Bq3(!12--4+l)b7--1) 
Anzahl der Konj. 
kl. in u Ag & (q2 - 4 + 1 - c> & (q2 - q + 8(~ - 1)) 
D 
Der eingeklammerte Fall bei T* tritt ein fiir E = 3 und 
oder x = 
mit a3 = 1 # a. Die Anzahl der Konjugiertenklassen von G ist 
(w42+(l/~)q+~+ 1. 
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(xii) Sind x und y p-zentrab Elemente van G und ist z = xy ein p- Element, 
so ist z p-xentral. 
Beweis. (i)-(iv). Vgl. [9; 5242-2441. 
5. DIE CHARAKTERTAFEL VON PSU(3, q2) 
5.1. BEMERKUNG. P und N seien die in 4.3 dejinierten Gruppen. 
(i) Die irreduxiblen Charaktere van P sind: 
(a) Die q2 linearen Charaktere. 
(b) Die q - 1 Charaktere A mit 
wo h ein linearer Charakter # 1 von Z ist. 
(ii) Die irreduziblen Charaktere von N sind: 
(a) Die (l/e) (q2 - 1) Zinearen Charaktere (N’ = P). 
(b) E Charaktere 01~ vom Grad (l/c) (q2 - 1). Fur ihre Summe 01 ist 
1 
q’ - 1 fiir XEZ 
a(x) = - 1 fib XEP-z 
0 fiir XEN-PP. 
Fur E = 3 ist 
Q(q2 - 1) fiir XEZ 
q(x) = 
Q(2q-1) .. x - sj 
- $(q + 1) $1 XEP-z, x+sj 
0 f iir XEN-PP. 
Dabei sind die sj , 1 <j < 3, Vertreter fiir die Klassen nichtzentraler p-Elemente 
von iV. 
(c) (l/~) (q + 1) Charaktere uk vom Grad q(q - 1) mit 
--4 fiir XEZ# 
0 XEP-z 
Uk(4 = -(q-l)/L() ; kx ur x E Hog 
Pk(X) fiir x E H,,#Z# 
0 fiir XEH-Ho. 
Dabei ist pk ein irreduxibler Charakter volt H,, . 
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Beweis. (i) ergibt sich aus direkter Ubertragung von [9; S563, Bew. 
16.141. 
(ii-b) Die nichtlinearen Charaktere der Frobeniusgruppe N/Z liefern 
die Charaktere q . 
ZunPchst ist 
Dies ergibt den Charakter 01. 
Urn den Fall E = 3 zu behandeln, wird em Hilfssatz bewiesen: 
(*) A sei eine Gruppe mit K, X<A<K. Es sei bEA?---A. Mit 
L,={dE&Ic+dbEA} ist IL,\ ==\A:KsXI fur allecEKsX. 
Beweis (*). Wegen [k- : K,,] = 2 gibt es fur jedes a E A eindeutig be- 
stimmte Elemente c, d E K,, , c # 0, mit a = c + db. Also ist 
/Al= c ILCI. 
caK$ 
Fur alle e E &,X ist 
also / L, ! = / L,, 1 . Q.E.D. 
Nun sei Mi = C(s,)/Z und mi = s,Z. Wir setzen m1 = s(e, *) 2 und 
m2 = s(be, *) 2, b E KX - A, A < KX mit 1 A 1 = $(q2 - 1). 
Die direkte Zerlegung P/Z = Ml x M2 licfert fur jedes a E A 
s(ae, *) Z = s(ce, *) s(dbe, *) 2 = s((c + db) e, *) 2 mit c E K,X und d E K, , 
also a = c + db. 
Wegen {q” j h E H} = (s(ae, *) 2 / a E A} ist nach (*), jedes Element 
von M,# die MI-Komponente fur 3(q + 1) Elemente von {mrh j h E H}. 
Y, # 1 sei ein linearer Charakter von P/Z mit Y.JMs = I. Wir haben 
wegen Y.JMx # 1, und ebenso C Yzh(rn3) = - $(q + 1). Fur den zu Yz 
gehiirigen Charakter 0~~ von N ist (+ , l),,, = 0, also Cj r+(sj) = - 1, also 
01&) = &(29 - 1). 
Entsprechend findet man 0~~ und CL~ . 
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(ii-c) Es sei p die Klassenfunktion auf H,P mit 
’ f&i(x) 
i 
fiir x E z 
PM = 0 fiir XEP-z 
- 44 fiir x = h,z E H,#Z. 
Wegen 
P lH”Z = E 2 PA - 1,x 
usCh(HJ 
ist p nach einem Satz von Brauer [9; S586, 19.3(b)] ein verallgemeinerter 
Charakter von H,,P. Wegen (p, P)~,~ = 1 und p(1) > 0 ist p ein irreduzibler 
Charakter. 
Nach [9; S572, 17.121 sind die p Ic = ppk die paarweise verschiedenen 
Fortsetzungen von (1 auf H,,P, vgl. such [9; S.575, Bew. 17.131. Die (TV = pk.N 
sind dann die angegebenen Charaktere, die wegen {x E N ) pk3: = pk] = 
HOP u N nach [9; S569, 17.7(b)] irreduzibel sind. 
Die Anzahl der gefundenen irreduziblen Charaktere stimmt mit der 
Klassenzahl von N iiberein. 
5.2. Tafel 1 ist die Charaktertafel von G = PSU(3, q2). Es ist P eine 
p-Sylowgruppe von G, q = pf > 2, Z = Z(P), t eine Involution von 
G - N(P), H = N(P) n N(Pt), HO < H mit 1 H, 1 = (l/c) (q + 1), 
E = (3, q + I), T eine abelsche Untergruppe der Ordnung (l/c) (q + 1)2 
von C(H,) mit HO < T, 
T* = T - u HO”, 
gsN( T-1 To- (g:,~g> 
eine Untergruppe von T mit 1 T : To 1 = E, S eine zyklische Untergruppe 
von G der Ordnung (l/c) (q2 - q + 1). Jedes Element #l von G liegt bis 
auf Konjugieren in genau einer der Mengen Z#, P - Z, Ho#,..., S#. 
Weiter ist 5’s < G mit 1 S, 1 = 6 und N(T) = S,T und es ist v E Ss mit 
o(v) = 3. Es ist l&’ < G mit 1 W 1 = 3 und N(S) = WS. Fiir E = 3 sind 
Sl , s2 9 ss Vertreter der Klassen nichtzentraler p-Elemente. Wir bemerken 
noch: 
(i) Fur 5 E Cx mit o(l) = (l/c) (q2 - 1) und H = (h,), h, = h(a,), 
a, E KX, o(al) = q2 - 1, vgl. 4.3(iv), sei ,LQ, 0 < i < (l/c) (q2 - I), der 
lineare Charakter von N mit pLi(h,j) = lij. 
1st (q - 1) r i, so ist piG irreduzibel. 
(ii) Es sei i = k(q - l), 0 < k < (l/c) (q + 1). Wir setzen 
K, = {a E K / a’ = 1}, a, = a;(*-‘), co = <q-l und betrachten den Epimor- 
phismus 
C(H,) 3 x w det(y+,3j) K, E {a E K 1 u~+l = 1)/K,, 
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y Urbild von .r: in SU(3, q2). Die Abbildungen & : x it 1;p, wenn 
det(x) = a,jK, , sind die (l/e) (q + 1) 1’ mearen Charaktere von C(H,). Es ist 
hk IH = Pk(Q--1) IH * Fiir k f 0 ist t,~~(~-i) = !Pk + Qp, . AuBerdem ist 
PO G= I&x0. 
(iii) Es sei u die Involution von C(H,) n Sa . Dann sind die hl, jr, 
k # 0, die linearen Charaktere 7 von T mit {LX E N(T) / 7” = v} = (u) T. Es 
ist hk(xV) = hk(xVua) = Pi fur x E Ho . 
Beweis. (a) 7 sei ein Charakter von N. Wir haben 
g 1 P# Ho+ H - Ho Ho#Z# T* S+ 
TGk) (cl3 + 1) 7(l) rlk) (4 + 1) rlk) 7(g) + dg-*) 71(g) 0 0 
FiirO<ii,j<(1/~)(q2- l)istnun 
hG, PjG)C = (PiG IN > CLAW 
fiir Pi = I4 # pit 
= (Pi + pit, CL&f = fiir t%#CCj#P.it 
fiir pi zzz pj zzz pit. 
Also ist pie irreduzibel oder zerfallt in zwei irreduzible Charaktere. Der 
2-fach transitive Permutationscharakter pot zerfallt, wie in (ii) angegeben. 
(b) Wir setzen C = C(H,). Wegen U(2, @) = SlJ(2, q2) ist 
/ C : C’ / = (l/e) (q + 1). Also sind die & aus (ii) die (l/e) (q + 1) linearen 
Charaktere von C. Fur h,jz E HZ ist det(h,jz) = u;~(‘-~) .K< = aojK6, also 
h,(h,jz) = (2 = ~~(~-rj(hrj~). Wir zeigen: 
g 1 Z# P-Z Ho* H - 6, 
___- 
A”(g) q2(q2-44-l) qz 0 hkk) + cd4 - 1) Pkk) hkk) 
g H,#Z# T” S# 
hkG(g) hk(d c hk(&> 0 
j 
Es ist &o(l) = / G : C I = q2(q2 - q + 1). Fur g E Z# ist {x E G j g” E C> = 
N u NtZ und &(gx) = 1, denn die p-Sylowgruppen von C sind Z, Ztz, 
zEZ.Esist(P-Z)nC= @.Nunsei 
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Weiter seien x1 ,..., x, , TZ = 1 C : N,(T)/ = i q(q - l), Elemente von C mit 
urEC T” = & TX<. D ann ist {xEGIg5EC)=Cu~iC~~iuUiC~2Xo 
auBerdem 
‘,(g”) = x,(g”“> = 5,” = &(g)’ 
FtirgEH-H0ist(x~G)gZ~C}=C,da(w2)wegen(q2- 1,2q- l)=~ 
die einzige nichtisotrope Fixgerade von g ist. Auch fur g E Hs#Z# ist (w2) 
die einzige nichtisotrope Fixgerade: 
sei eine Fixgerade von 
also a,c, = ca, , a2c2 = ca, ) a,c,b + a,c, = ca, ftir ein c # 0. Aus a, # 0 
folgt c, = c, also a,b + aa = as im Widerspruch zu b # 0. Also ist a, = 0. 
Wegen c1 # c2 folgt a2 = 0 oder us = 0. 
SchlieBlich sei 
g= E T” 
mit den Fixgeraden (vj), 1 <j < 3. 
Es ist gZ E C = G<,*> , genau wenn 
1. <VI> x = (v2) oder 2. (v2) x = (v2) oder 3. (va) x = (v2). 
Fur 1 ist 
aOm 
g" = ( i aoz aon 
bzgl. der Basis v2x, ~1~ , oax, also X,(g”) = [t(m+n), fur 2 ist h,(g”) = ct(z+n), 
fiir 3 ist X,(g”) = <t(z+-m). 
(c) Da jede elementare Untergruppe von G eine 3-Gruppe ist oder 
bis auf Konjugieren in IV, S oder C(H,) liegt, ist es wegen [9; S586, 19.3(a)] 
sinnvoll, zur Auffindung von irreduziblen Charakteren hochinduzierte 
verallgemeinerte Charaktere von N, 5’ und C(H,) zu kombinieren. 
B sei der verallgemeinerte Charakter von G mit 
e = h,G - 1 - (a - uoy, 
481/24/1-10 
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wo a: und q, die in 5.1 definierten Charaktere von N sind. 
X 1 Z# P-Z 
- __- 
(a - Ok) (4 q--l ci+q-- -1 
(a - %I” (4 (4-ll)(q3+1) q2+!7-1 --I 
x f-v H - Ho H&2-# 
---__-___- __----__ ---_----__ ----- 
(a - Qk) (4 (4 - 1) Pk(4 0 - Pk(4 
(a - UkjG (4 h2 - 1) Pk(4 0 - PkW 
0 that die in der Tafel angegebenen Werte, zu zeigen ist noch (0, e), = 1: 
GI und I G I (0, 0)~ = C I G : N(A)1 C I +)I”, A E(Q), z# ,..., S#} 
A XEA 
sind fur die q mit festem E Polynome in q. Da es unendlich viele Werte q 
gibt, sind die Grade und Koeffizienten eindeutig bestimmt. Da die hijchsten 
Glieder (= c1q8) iibereinstimmen, ist lim,,, r(q) = 1 fur die rationale 
Funktion r(q) = (8, 0). Da r(q) fur alle q ganzrational ist, folgt r(q) = 1 fiir 
geniigend grolje und dann fur alle q. 
Natiirlich kann man die Polynome such vollstandig ausrechnen. Es sei 
bemerkt, da13 (A,,“, f?) = 0 ist. 
(d) NunseiY,,l <k<(l/c)(q+l),d er verallgemeinerte Charakter 
von G mit 
Y,. = X,G - (a - a$? 
U, hat die in der Tafel angegebenen Werte. Beim Nachweis von (yk, y& = 1 
kann man wie oben argumentieren, wobei noch die Falle 9 1 (q + 1) und 
9 f (q + 1) zu unterscheiden sind, jenachdem ob 
ist oder nicht. Fiir alle Falle gibt es bereits unendlich viele 2-Potenzen. 
Wegen yk IN = pkb-1) + % ist (&p-l) , Yllc)G = bk(cr-1) , yk IN>N = l. 
[Es sei bemerkt, daB (pk(a-I) jHz) C(H,,) = & + 7k ist, wo qk ein irre- 
duzibler Charakter von C(H,,) ist.] 
Nun ergibt sich such sofort @k . 
Offenbar ist (A, / r)U = Ak / r , da13 u keine weiteren linearen Charaktere # 1 
von T festllf3t, folgt aus einem Satz von Brauer [9; S536, 13.51. 
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(e) Wir zitieren ein Resultat iiber Ausnahmecharaktere [I; S582]: 
S sei eine abelsche Untergruppe der Gruppe G mit S < G and S n S” = 1 
fur S # Sx. L = N(S) sei eine Frobeniusgruppe mit dem Kern S. Es sei 
s = (I s 1 - 1) (I L : s I)-’ > 2. VI*,..., vs* seien die nichtlinearen, irredu- 
ziblen Charaktere von L. Dann gibt es irreduzible Charaktere x1 ,..., xs von 
G und ganzrationale Zahlen b und E*, E* = 51 mit den Eigenschaften: 
(1) Jeder irreduzible Charakter 7 von G ungleich xi , 1 < i < s, 
nimmt auf S# einen konstanten, ganzrationalen Wert q(S*) an. 
(2) Es ist 
b i xi + c rl(S#) rl auf l *xi = 
G - U S#g 
j=l n 
vi* + 8b auf lJ S#g. 
(3) Es ist (b - •*)~ + (s - 1) b2 + C, q(S*)2 = 1 L : S 1 + 1. 
Im vorliegenden Fall haben wir schon die Charaktere 1, T,, , 19 gefunden, 
die auf S# konstant ungleich 0 sind. 
Es folgt (b - E*)~ + (s - 1) b2 + &+l,nO,B T/(S#)~ = 1, also ist die Summe 
C gleich 0. Wir erhalten: 
I b&$l-7r0-0 auf l *xi = G - U S#g i vi* + E*b auf u S#g. 
Zu zeigen ist: 
I ?T,+e-1 auf xi = G - U S#g - vi* auf U S#g. 
Fiir b = 0 steht das schon da. Es sei also b2 = 1, s = 2, E* = b. Wegen 
xi(l) > 0 ist b = 1 und die Behauptung folgt durch Umbenennung der 
Indizes von x1 und x2 . 
Wie viele irreduzible Charaktere von PSU(n, q2), n Primzahl, sind auf S# 
konstant ungleich 0 ? 
(f) Der Stabilisator von (X, 1 T)V, k # 0, in N(T) ist (v-%) T. Wegen 
H,, < (How, Hv2) = T,, ist 1 T : To 1 = E. F. ur e = 3 ist also der Stabilisator 
der beiden Charaktere fl von T mit T,, im Kern gleich (v) T. Die tibrigen 
(l/e) (q2 - q + 1 - l ) Charaktere #l von T haben also [9; S536, 13.51 den 
Stabilisator T. 
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Nun sei wa der verallgemeinerte Charakter von G mit 
w0 hat die angegebenen Werte: 
X 1 Z# P-Z Ho+ 
--- ---- ______ -- 
77G(4 (43+1)(q-1)(4e-q4+1) 3-l - 1 w - 1) c Ps.iW 
P”(x) c13(4- l)W-4Q+ 1) 0 0 4(4 - 1) i Pd4 
ci 
Man beachte: w, jN = 77. 
Beim Beweis von (~a, W& = 1 beachte man, da0 
ist. 
Durch Vergleich der Klassenzahl von G mit der Anzahl der gefundenen 
Charaktere stellen wir fest: Fur E = 1 ist die Charaktertafel vollsttindig, fur 
E = 3 fehlen noch 3 Charaktere. 
(g) Die Charaktere 01~ , 1 <j < 3, von N haben gleichen Grad und 
sind Null auf N - P. Da P eine TI-Menge in G ist, gibt es nach [4; p. 146, 
5.41 irreduzible Charaktere pj , 1 <j < 3, und ein E* = & 1 mit 
r 
-; 
fiir x - si 
E*(pi - pj) (x) = (Lx* - aj)” (x) = fiir X N Sj 
0 sonst, 
also 
Pit-V) = Pd-%) - E*4 fiirifj. c*> 
1st 77 ein auf P - Z konstanter Charakter von G, so ist E*(T, pi - ,q)o = 0, 
alSo rl tf {p1 ,--, p3). 
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Fiir jeden linearen Charakter p van N ist 0 = (pG, pj)F = (p, pi IN)N, also 
Pi IN = Ck %,k”k + xi mi.iai 3 insbesondere (q - 1) 1 ~~(1). Nach dem 
Beweis von (e) ist pj IS+ = 0, insbesondere $‘q2 - q + 1) 1 pi( 1). Wir setzen 
also 
P&J = Q(q2 - q + 1) (4 - 1) m. 
Es sei x E H,,“. Wegen &Ch(G) T( 1) T(X) = 0 ist 
44 : = 3P,Q>P&4 = - [l + !I4 + (q3 + 1) (4 + 1) B (0 - pc(R-&9) 
+ w - 4 + 1) (c 
k#O 
Pk(*-Id4 f (P - I)) 
+ d!f - !? + l) (q c tLkh-I)(‘) - (4 - I,) 
kfO 
- 4G7 - 1)” + (!I - lj2 (q2 - q + 1) $ 9$I /V(x)] . 
Wir haben 
Ip’o=d~O- - 6 3 k~o~kbl)(“) - 6 L~o~k(x) - 3) 




= k2 - 4 + 1) (- B(q + 1y + 1 + q2 - fr(q - 1)2) = 0. 
Also ist 
44 = - [l + q4 - Hq" + 1) (4 f 1) + (q2 - 4 + 1) (q - 1) 
- dq2 - Q + 1) (4 - 1) - 4(4 - lj2 - $(!I - 1)" (q2 - 4 + 1>1 
= - P + q4 - 902 - 1)" - (@ + 1 + (q - 1)") (q2 - q + I)] 
= - [I + q4 - q3 + 2q2 - q - 2(q2 - q + I)21 
= - (q2 - q + 1) (42 + 1 - 2q2 + 2q - 2) = (42 - q + 1) (q - 1)2. 
Es folgt pj(x) = (l/m) (q - I). Wegen der Zerlegung von pj IN ist 
- (l/m) = Ck nj.kpk(x), also m = 1 und pj jN = n & ut - a0 + xi mi,iOli 
mit n 3 1. Der Gradvergleich liefert pj jN = Ck+O ulc + CY$- . Aus (*) folgt 
j* =j, 
Es fehlen noch die Wette von pi auf T*. 
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Es sei r die Summe der beiden Charaktere fl von T mit T,, im Kern. 
Weiter sei fl die Summe der Charaktere #I, die von einer Involution aus S, 
stabilisiert werden. Fur x E T* ist 
(Cl - l> (4’ - 4 + I) PAX> 
= - [l - q3 + ($ - q -i- 1) A(x) - q(q2 - q + 1) A(x) 
+ 3&l - 1) + (P - 1) (cl2 - P + 1) (1 + 44 + 4al 
= - (4 - 1) (q2 - q + 1) T(X), 
also 
p&c) = - T(X). 
6. CHARAKTERISIERUNG VON PSU(3, q2) 
6.1. SATZ. G sei e&e Gruppe mit der Charaktertafel van PSU(3, q2), 
q = pf > 2. Dann ist G g PSU(3, q2). 
6.1.1. BEWEISSCHRITT. Der Zentralisator jedes p-Elementes # 1 ist p-abge- 
schlossen. Insbesondere gilt 6.1 fiir p = 2. [q = pf ist die eindeutig bestimmte 
Primzahlpotenz mit j G j = (q3 + 1) q3 (l/e) (q2 - l), E = (3, q + I).] 
Beweis. Dal3 q durch 1 G 1 eindeutig bestimmt ist, ist klar. z sei ein p-zen- 
trales Element fl von G, das ist ein Element z mit 1 C(x)] = q3(q + 1) e-l. 
Da die Zentralisatoren C(x) mit I C(x)1 = q2 offenbar p-abgeschlossen sind, 
ist zu zeigen, dal3 die Anzahl der p-Elemente von U : = C(a) gleich q3 ist. 
Da die p-zentralen Elemente #I von G konjugiert sind, und da jedes 
p-Element, das von einem Nicht-p-Element zentralisiert wird, p-zentral ist, 
besteht ugsG Ug aus den Elementen von G, die ein p-Element # 1 zentrali- 
sieren, und diese Elemente sind durch die Charaktertafel eindeutig festgelegt. 
Jedes’ Element #l von U sei also konjugiert zu genau einem der folgenden 
Elemente von G: 
z, Sl ,..*, SC , hj , gj , j : Restklasse #O modulo (q + 1) c-l, mit 
I Wi)I = q2, I WA = & + 1J2 E-% - 1) 
und 
1 C(g,)I = 4(P + 1) c-l* 
Wir setzen 
V(X) = I xc n U I und a = 944, bi = P(Q), 
b=zb,, cj = dhd und 4 = v(g& 
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Nun sei TT = (1 U)G der vom Einscharakter von U induzierte Charakter von G, 
also 
4x)=(1 Ul-l/{g~GI xg E U} I =) 1 C(x)1 j u 1-l j XG n u I fur x E G. 
Wenn man die Elemente z, si , h, , gj mit entsprechenden Elementen von 
PSU(3, qz) identifiziert, und das kann so gemacht werden, da8 H,,# = {hj / i>, 
hj = h,j und gi = hjz wird, so geht TI in einen Charakter von PSU(3, q2) 
uber. Also ist (7, T)~ fur jeden Charakter 77 von N ganzzahlig. Wegen 
(%+v =I N l--l ]T(l) 41) + (4 - 1) 44 44 + (q3 - 4) 6-l c 4%) 4%) z 
+ q2 c rl(hJ 4LJ + (4 - 1) q2 c 77(&3 4&d/ j j 
= (I N I I u I)-’ \TU) I G I + 44 q3bz2 - 1) c-la 
t q3(q2 - 1) c-l 2 rl(Si) 4 + q3(q2 - 1) E-y4 + 1) c 77(h) c-i 
z j 
+ q3(q2 - l> E-1 C 77kj) d-j1 
j 
folgt 
17(l) (q3 + 1) + 44 a + 1 rl(%) bi + (4 + 1) c 7m c-j + c rl(&) d-j 
z zi i 
=OmodI U[. 
(A s B mod U sol1 bedeuten: A - B E {n j U j 1 n EZ). Man beachte beim 
Rechnen mit diesen Kongruenzen, daD die q(x) nicht ganzrational zu sein 
brauchen.) 
pk sei der lineare Charakter von H, mit pk(hj) = cjk, wobei 4 EC mit 
o(t) = (q + 1) e-l ist. 
(1) 77(l) = TM = rl(%) = 1, Ii(h) = rl(&) = CL-kW 
q3 + 1 + a + b + (q + 1) C t?“cj + C 5j”di = O(l U 1). 
j j 
(2) ~(1) = q(z) = q2 - 1, 7](sJ = - 1, I = y(gi) = 0 zusammen 
mit q5-q3: 
q2 - 1 + 4% - a - b = O(l u I). 
(3) 77(l) = 4(4 - l>> d4 = - P, rl(%) = 09 d4) = - (4 - 1) P--L(~A 
q(gj) = ppk(hj) zusammen mit - q4 = q3: 
2q3 + q2 - q - pa - (q” - 1) c i& + c 5jkdi = O(l U I). 
j j 
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Aus (2) und (3) folgt 
1 + f2 + b = q2 + q2a = 2q” + q3 - q(q2 - 1) c PkCj + q 1 [j”dj(j u I), 
zusammen mit (1) also 
also 
tq + 1) (- q2 + q + 1) C l?” + (q + 1) 1 Q”dj = WI U I), 
1 P”[(- q2 + q + 1) cj + 41 = O(q3). 
Wir setzen den Ausdruck in der Klammer [ ] gleich e, und definieren 
#(hi) : = ei , 1 < i < (q + 1) c-l, 1/1(l) : = 0. Dann ist 
‘% = c ($9 hk)H,, ~-k&h 
k 
also 
(q + 1) .5-lei = C C ejckjceki = q3 C nmlki 
k j k 
mit ganzrationalen nk . Als rationale, ganzalgebraische Zahl ist Ck nrJki 
ganzzahlig. Es folgt q3 1 ei . Da T(&) = 1 C(h,) / 1 U 1-l ci ganzzahlig ist, folgt 
q2 I ci , also q3 I (ci + di). Nach Definition ist ci > 0, also ci + di > q3. 
Die Anzahl der p-Elemente von 7J ist also 
/ U I - C (ci + 4) < q3(q + 1) 6-l - ((q 3 1) c-l - 1) q3 = q3, 
z 
wie behauptet. 
Nun sei p = 2. Da es Involutionen t gibt, so dal3 C(t) keine 2-Gruppe ist, 
gilt nach Suzuki [16] G g PSU(3, qz) oder GE PSU(3, q). Der zweite Fall 
tritt wegen 1 PSL(3, q)l = q3(q3 - 1) (q2 - 1) (3, q - 1)-l nicht auf. 
6.1.2. BEWEISSCHRITT. P sei eine p-Sylowgruppe von G. Dann ist 
in N(P)/ N(P)1 = q3(q + 1) <&(I Z(P)1 - 1). 
Beweis. z sei ein Element #I von Z(P). Da alle Elemente #l von Z(P) 
in N(P) konjugiert sind, ist 1 N(P) : C(z) n N(P)1 = 1 Z(P)1 - 1 und 
C(x) < N(P) nach 6.1.1. 
6.1.3. BEWEISSCHRITT. Die Menge 9“(P) der in P enthaltenen p-xentralen 
Elemente von G ist tin Normalteiler von P der Ordnung q. Fiir p # 2 ist 
P’ < 9(P). 
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Beweis. Wegen 2.3 und 4.3(xii) folgt aus der Charaktertafel: Sind x und y 
p-zentral und ist xy ein p-Element, so ist xy p-zentral. Also ist 3(P) Unter- 
gruppe und dann Normalteiler von P. 
Es sei x E G mit / C(x)1 = q(q + 1) c-l, 2 bzw. P seien p-Sylowgruppen 
von C(X) bzw. G mit 2 < P. Dann ist 2 f T(P) und es folgt 1 Z(P)] 3 q. 
Nun sei v = (lp)G. Da (n, l)%cP) ganzrational ist, haben wir 
77(l) + (I T(P)1 - 1) n(z) = O(l T(P)l) fur ein XE T(P)+. Wegen 
r(x) = 1 P 1-l j C(x)1 / xG n P / ist / S’(P)] Teiler von (q3 + 1) (q2 - 1) 6-l + 
(I Z?‘(P)] - 1)” (q + 1) l -l, also Teiler von (q3 + 1) (q - 1) + 1, also Teiler 
von (44 - q3 + q, q3) = q. Es folgt / Z’(P)1 = q. 
Nun sei p # 2. Nach 6.1.2 gibt es eine Involution w in N(P). Nach Defini- 
tion von S(P) ist w E N(S(P)) und C,(w) < S(P). w operiert fixpunktfrei 
auf P/T(P): Fur ein x E P sei x%-r = z E S(P), also ZW = z-l. Da w auf dcr 
Gruppe T(P) ungerader Ordnung operiert, gibt es nach [9; S24, Aufg. 14)] 
ein Z* E S(P) mit .Z = [w, z*]. Mit .Z = x%-r folgt x*x fCP(w) < s(P), 
also x E S(P). 
Damit ist P/%“(P) abelsch. (Fur p = 2, E = 1 kann man mit [9; S272, 
3.14(b)] schliel3en: P’ < Q(P) = P2 f T’(P).) 
6.1.4. BEWEISSCHRITT. Es sei p # 2. Dunn ist T(P) = P’ = Z(P) und 
1 G:N(P)I =q3+ 1. 
Beweis. Nach 5.2 gibt es einen Charakter 8 von P mit 
1 
d4 - 1) fiir x=1 
6(x) = -q fiir x E b(P)# 
0 fiir XEP- T(P). 
v sei ein linearer Charakter von P. Dann ist 
(4 dP = cr3 (d4 - 1) - 4 z;)i M) 
= 4-3M4 - 1) - Q2(% l)zr(P) + q) = q-1(1 - (‘i, l)%(P)). 
Also ist (rl, l)iz”(p) # 0 und damit 7 IZ(~) = lZtP) . Es folgt T(P) < P’ und 
mit 6.1.3 Z(P) = P’. 
Fur alle x E P ist I C,(x)1 > 42: 
Fik x E Z(P) ist I P : Cp(x)I = j xp 1 < q. Es sei also x E P - S’(P). 
Dann ist I G(x)1 = q2, also / Cp(x)I < q2 und x-lxp C P’ = S(P). Also ist 
q = 1 xp’ 1 >, / xp 1 = I P : C,(x)1 > q. Es folgt I Cp(x)I = 42. 
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1st U eine Untergruppe von P mit j U 1 > q2, so ist p’ < U: 
(1, %I = I lJ 1-l {q(q - 1) - q l(P’ n up I} = / u l-1 (42 - q I P’ n u 1) 
ist ganzrational, also ist 1 P’ n U / = q. 
Aus dem Bewiesenen folgt P’ <Z(P) < T(P) = P’. Nach 6.1.2 ist 
lG:N(P)I =q3+ 1. 
6.1.5. Beweis zlon 6.1 fiir p # 2. Wegen / G : N(P)/ = q3 + 1 besitzt G 
nach 3.5 eine Suzuki-transitive Permutationsdarstellung. G ist keine Zassen- 
hausgruppe und har keine abelschen 2-Sylowgruppen. Nach 3.2 ist 
G g PSU(3, q2). 
In 6.1.1 wurde gezeigt, da8 gewisse Untergruppen von G p-abgeschlossen 
sind. In diesem Zusammenhang sei noch erw?ihnt: 
6.2. BEMERKUNG. G sei eine einfache Gruppe, P sei eine p-Sylowgruppe von 
G der Ordnung q3, q = pf. Jedes p-Element x mit / C(x)1 > q2 sei p-zentral. 
Jede echte Untergruppe U van G mit q3 / 1 U I sei p-abgeschlossen. [Dies ist in 
PSU(3, q2) offenbar richtig.] Dann ist I Z(P)1 3 q. 
Beweis. Angenommen es sei j Z(P); < q. Es sei x EZ~(P) - Z(P) # O. 
Dann ist j P : C,(x)1 = 1(x-kc” 1 y E P}j < / Z(P)1 < q, also / C,(x)1 > q” 
und x ist p-zentral. Also gibt es eine p-Sylowgruppe P* von G, ungleich P, 
mit P’<P*<C(x). Es folgt 1 <P’,<PnP*=:DaP<N(D). 
Wegen N,,(D) > D ist P 41 N(D). Nach Voraussetzung ist also N(D) = G 
im Widerspruch zur Einfachheit von G. 
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